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La derivada:
La derivada y el problema de la recta tangente

El problema de encontrar la recta tangente a la funcion f en un punto P se reduce al de calcular
su pendiente en ese punto

Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente usando la recta secante que pasa por Py
por otro punto cercano de la curva

m=22"N :f{€+ﬁl)_f(f)
X, — X, e Ax

DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m
(c, fle)

Si f esta definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademads existe el limite

Iim ﬁ = lim f(c + Av) —f(c) =m
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

Recta tangente

entonces la recta que pasa por (¢, f(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta
tangente a la grafica de f en el punto (c, f(¢)).




La derivada:
La derivada y el problema de la recta tangente Il

Ejemplo:

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) en los puntos (0, 1) y (-1, 2)

fx)y=x>+1

Sea (c, f(c)) un punto cualquiera de la grafica de f: la pendiente de la recta tangente en él se encuentra

mediante:
+ - + Ax)2 4+ 1] — (2 + )
e A —f(0) e+ A2+ 1] = (2 4+ 1) >
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2+ 2c(Ax) F (Ax)2P+ 1 — 2 — 1 . 2c(Ax) + (Ax)? T
= lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax 3+
fx)=x2+1
= lim (ZC + A)&) = 2c E:;thnqt;‘“ 2T Recta tangente
Ax—0 cn {—1 .2) /en 0. 1)
La pendiente en cualquier punto (c, f(c)) de la grafica de fes m = 2c o o
2 - R

. En el punto (0, 1) la pendiente esm=2(0) =0
J En el punto (-1, 2) la pendiente es m = 2(-1) = -2



La derivada:
Derivada de una funcion

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION

[La derivada de f en x esta dada por

ff(/‘f) — Iim f(x + AJ‘) —f()i)

Ax—0 A):

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, f es
una funcion de x.

Una funcidn es derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto
(a, b) si es derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo

dy

d
NOTA: Notaciones mas comunes > ff(x), d_;’ }”a a[f(x)]a Dx[}’]



La derivada:
Derivada de una funcion |l

Ejemplo: Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

. Encontrar f'(x) para f(x) = \/E
e  (Calcular la pendiente de la grafica de f en los puntos (1, 1) y (4, 2)

e  Analizar el comportamiento de fen (0, 0)

T y
f(x) = lim oo+ A9 = f) _ lim = t A= ‘
Ax—0 Ax Ax—0 Ax .l
— lim Vx + Ax — Vx \[Vx + Ax + Ux
Ax—0 Ax Vx + Ax + Vx o1 4,2)
(LD
C g A X =i

= lim 1

|
= : 0 D) ]
A= x4+ Ax + Vo 2Ux e

. En el punto (0, 0) la pendiente no esta definida .
La pendiente de f en (x, f(x)),x > 0.es

. La grafica de f tiene tangente vertical en (0, 0) m=1/(2Vx)



La derivada:
Derivabilidad y continuidad

¢Qué relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

ff(c,) e f(x) - f(C)

X—C X —C

. La derivada de f en ¢ se calcula segun la expresion y
anterior siempre que dicho limite exista > los (x. f(x))
limites laterales deben existir y ser iguales (c. f(e))

* Sedice que fes derivable en un intervalo cerrado \ fx) = fe)

[a, b] si:
o esderivableen(a, b)y

o existen ademas la derivada por la derecha

I"‘) — — o e - = = = -

en a y la derivada por la izquierda en b



La derivada:
Derivabilidad y continuidad Il

¢Queé relacion existe entre derivabilidad y continuidad?

DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en x = c.

Demostracion: para comprobar que f es continua en x = ¢ bastara con mostrar que f(x) tiende a
flc) cuando x> ¢

im [70) — (0] = tim |0 = o "L =LD)] - o101 = 0

X—cC x—c X —C

Puesto que la diferencia f(x) - f(c) tiende a cero cuando x > ¢, f es continuaenx=c¢

Por tanto:

J Si una funcidn es derivable en x = c entonces es continua en ese punto

Si una funcién no es continua en x = ¢ no puede ser derivable en ese punto

J Es posible que una funcidn sea continua en x = ¢ sin ser derivable - continua no implica derivable



La derivada:
Derivabilidad y continuidad Il|

Ejemplo: grafica con recta tangente vertical
La funcién flx)=x18

flx) = x'7

\
-

es continua en x = 0, sin embargo:

f(x) = f(0) X3 —0

lim = lim
x—0 x—0 x—0 X
i 1
= 11m —5
x—0 ,\;'2/3

/ no es derivable en x = 0, porque tiene
= 00 tangente vertical en ese punto




Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
La regla de la constante

LA REGLA DE LA CONSTANTE
La derivada de una funcion constante es 0. Es decir, si ¢ es un nimero real, entonces
d
E[C] = 0.
Demostracion:
¥
Sea f(x) = c. Entonces, por la definicion de derivada mediante n
el proceso de limite se deduce que
La pendiente
i[ ] . ,( de una recta
dx cl=f X) horizontal es 0
~ lim fx + Ax) — f(x) Se observa que la regla de la constante equi- f)=c
Ax—0 Ax vale a decir que la pendiente de una recta La der:
i o =) a derivada de
y —c horlzo-ntal es 0. (]iEst!} tfl';anluvzstr:1 _la relacion una funcién
= lim
Ame que existe entre derivada y pendiente constante es 0 .
= lim 0=0
Ax—0



Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
La regla de la potencia

LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un numero racional, entonces la funcion f(x) = x" es derivable y

d
—[x"] = nx"— 1.
dx
Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un niimero tal que x" ~ ' se encuentre

definido en un intervalo que contenga al 0.

4 [x"] = lim (c + A = X
Demostracién: dx Ax—0 Ax
— n—2
_ N ot e 1(Ay) + 20 2”* (A¥)2 + - - - + (Ax)" — x7
Si n es un entero positivo = lim
Ax—0 Ax
mayor que 1, el desarrollo del nn — D=2
. . = 17 n—1 R n—1
binomio resulta =) Jim [”x i 5 (Ax) + - -+ (Ax) }
=" '+0+---4+0
= nx" |




Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
La regla del multiplo constante

LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE

Si f es una funcion derivable y ¢ un numero real, entonces c¢f también es derivable

y LW = o ().

Demostracion:

d o fe A —efe) o [ fe+ Ax) — f(v)
a[cf(x)] = aliilo = lim c[ ]

A,)C Ax—0 A,)C
= e[ am, PR = o)

NOTA: Las constantes se pueden extraer de la derivada, incluso si aparecen en el denominador

ATHAT_ A1) ] (EE}M] - (Hrw



Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Las reglas de suma y diferencia

LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables f y g es deri-

vable en si. Ademas, la derivada de f + g (o f — g) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de f y g.

L7 + 5] = () + ¢ N
L7 — ] = 1) — g0 Resla de 1y diferenci
Demostracion:
d_‘i[f(x) + ] = lim [f(x + Ax) + g(x +AxAx)] —[f0) + g)] _ Jim [f(x + AA,? — ), gl + A;)c - g(x)}

o S A) W) gl A — g

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=f(x) + g'(x)

NOTA: Las reglas de suma y diferencia se pueden ampliar a cualquier numero finito de funciones



Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Derivada de las funciones seno y coseno

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

d
s [senx] = cos x

d
dx

—[cos x] = —senx

Demostracion (para f(x) = sen x):

Loy y =sen x
d . sen(x + Ax) — senx o _ I
- [sen X] = lim Definicion de derivada. | yv=-1 v
dx Ax—0 Ax | \ Y= .
;1 1
_ senxcos Ax + cos x senAx — senx y' =1 3 T I 2
= lim | | |
Ax—0 Ax -1 | | | |
I I _\"20 I
I cos x sen Ax — (sen x)(l — COS Ax) ycreciente v decreciente  y creciente
= lim
Ax—0 Ax
y’ positiva y’ negativa y’ positiva
) sen Ax | — cos Ax y I | ! |
= lim | (cos x) — (senx)| ———— 1 | . | |
Ax—0 Ax Ax | ! | |
| I |
1 sen Ax I | — cos Ax /—\ ! /:\
= cos x| lim —senx| lim ————
Ax—0  Ax Ax—0 Ax | > x
r T 2z
= (cos x)(1) — (sen x)(0) 2
-1 V' =cCosXx
= COS X




Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Razon de cambio

La derivada se utiliza para determinar la razon de cambio de una variable con respecto a otra >
tasas de crecimiento, tasas de produccion, tasas de flujo de un liquido, velocidad, aceleracion...

Uso frecuente: Descripcion del movimiento de un objeto que va en linea recta

La funcidn s que representa la posicidon (respecto al origen) de un objeto como funcién del tiempo t se
denomina funcidn de posicion = si durante cierto lapso de tiempo At el objeto cambia su posicion en
una cantidad As = s(t + At) — s(t), entonces su velocidad media es:

) distancia Cambio en distancia  As
Razon = ——— == : : =
tiempo Cambio en tiempo At
En general, si s = s(t) es la funcién posicién de un objeto en 0 = 1t st + A1) — s(1) ”
movimiento rectilineo, su velocidad en el instante t es: AU A}E}() At = su

La funcidn posicion de un objeto en caida libre bajo la
influencia de la gravedad es:

|
s(r) = Egrz + vt + 5,



Reglas basicas de derivacion y razon de cambio:
Razon de cambio Il

Ejemplo: Aplicacién de la derivada para calcular la velocidad

En el instante t = 0, un nadador se lanza desde un trampolin que esta a 32 pies sobre el nivel del
agua, y durante la caida, su posicion esta dada por:

s(f) = —16¢* + 161 + 32
donde s se mide en pies y t en segundos.
NOTA: g = -32 pies/s?

a) ¢éCuanto tarda el nadador en llegar al agua?
Hacemos s = 0y despejamos t :
-16t2 + 16t +32 =0 > -16(t + 1)(t—2) = 0, t = 2 segundos

b) éCual es su velocidad en el momento del impacto?
s’(t) =-32t+ 16 = s’(2) = -32(2)+16 = -48 pies por segundo




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del producto

LA REGLA DEL PRODUCTO

El producto de dos funciones derivables f y g también es derivable. Ademas, su de-
rivada es igual a la primera funcion por la derivada de la segunda mas la derivada de

la primera por la segunda.

LA = W) + gf )

Demostracion:

%[f(x)g(x)] — A];’EU f()( + AX)g(X _AFXAX) _f(X)g(.?C)
_ oy ST AN+ AY) — fl F Av)el) + e + Ax)el) — f()g(x)
Ax—0 Ax

~ lim f(c+ Au) - lim SETAV T80 ey gy L8 A0 2 W)

Ax—0 Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax
= f(0)g'(x) + gx)f'(x)

NOTA: La regla del producto es extensiva a multiplicaciones con mas de dos factores



Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
La regla del cociente

LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente f/g de dos funciones derivables f y g también es derivable para todos los
valores de x para los que g(x) # 0. Ademas, la derivada de f/g se obtiene mediante
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada

del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

d [ f(x)} _ 800 —fe) 0y

dx| gt ] Lg(x)]°
Demostracion:
fx + Av) _ fx)
i[@} g S HAY g0 gW)flx + Ax) — fx)glx + Ax)
dx| g(x)| ax—o0 Ax Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)
Ll AW el + f()els) — gl + A
Ax—0 Axg(x)g(x + Ax)

St A = W] ] gl Ay — gly)
£(9] im I | o i EEI ] _ eWF) — )
(e

Jm [g(x)g(x + Ax)]




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonomeétricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite establecer
las de las cuatro funciones trigonométricas restantes

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

d d

a[tan x] = sec’x E[cot x] = —cse’x

d d

—[sec x] = sec x tan x —[csc x] = —csc x cot x
dx dx

Demostracion (para f(x) = tan x): Considerando tan x = (sen x) / (cos x) y aplicando la regla del
cociente, se obtiene

d (cos x)(cos x) — (senx)(—senx)

—| te — ;
dx[ an ] COSZ X

2

~cos?x + sen
B 2

X | 5

cos2 x cos2 x




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de las funciones trigonométricas Il

Ejemplo: Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de la siguiente funcion

] — cosx
y = = CSC X — cotx
sen x

Primera forma:

., _ (senx)(senx) — (I — cosx)(cosx) _ senx + cos’x —cosx _ 1 —cosx
2x sen® x sen? x

SEN

Segunda forma:

!

y’ = —cscxcotx + csc’x

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir:

| — cosx | | COS X )
3 =5 = CSC~ X — CSC X cot X
sen-.x sen- x senx/\ sen.x




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior

La segunda derivada de f es la derivada de la primera derivada de f > la segunda derivada es un
ejemplo de derivada de orden superior

Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra a continuacion:

Primera derivada: ', f(x), % a%[f(x)]’ D[]
. 7 / d? v d* :
Segunda derivada: vy, 1"(x), dx'gs E[f ()], D2[y]

d3v d3
Tercera derivada: V", 17(x), d—; ﬁ[f(x)] D[ vy]

d4 , d4
Cuarta derivada:  v%.  fO(x). d—;l ﬁ[f(x)] bl

dﬂ.y d:‘i
dx™ d x"

[f(] D]

n-ésima derivada: ", F7(x),




Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior:
Derivadas de orden superior |l

Ejemplo de uso: la segunda derivada de la funcién posicidn es la funcién aceleracion
a(r) = v'(1) = s"(t)
En la Luna, la funcion posicidn para un objeto que cae en ella viene definida por la funcidn:

s(f) = —0.8172 + 2

s(t) es la altura en metros y t es el tiempo en segundos

éCuales la relacion entre la fuerza de la gravedad de la Tierra y la de la Luna?

s(f) = —0.81#> + 2 Funcién posicion
S ’(I) = —1.62¢ Funcion velocidad
S ”(1‘) = —1.62 Funcién aceleracion

La aceleracion de la gravedad en la Luna es de -1.62 m/s2. Como sabemos que la aceleracion de la
gravedad en la Tierra es de -9.8 m/s?, la fuerza de la gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna es:

Fuerza de gravedad en la Tierra ~ —98 6.0

Fuerza de gravedad en laLuna  — 1.62 B




La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena

La regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rapido que u, mientras que u
cambia du/dx veces mas rapido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx) veces mas rapido que x

Ejemplo:

En un juego de ruedas dentadas la segunda y la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera
gira, impulsa a la segunda y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los numeros de revoluciones por
minuto del primero, segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dx y dy/dx, y verificar que:

dy dy du
dx  du dx
. . dy
. El primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una > T 3
. du
J El segundo eje debe dar dos vueltas para que el tercero complete una > i 2
X
ﬂ _ Razon de cambio del primer ~ Razén de cambio del segundo  _ dy . du —3.9=§ = Razo6n de cambio del primer
dyx  eie con respecto al segundo eje con respecto al tercero du dx eje con respecto al tercero



La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadenal ll

LA REGLA DE LA CADENA

Siy = f(u) es una funcion derivable de u y ademds u = g(x) es una funcion derivable
de x, entonces y =f(g(x)) es una funcion derivable de x y > )
. Funcion exterior

dy _dy du /N

dx  du  dx v = f(g(v) = flu)
0 su equivalente . \ _ / _

d

LI (gl)] = glx)g (). v o= fu) - u’

Demostracion: Sea h(x) = f(g(x)). Es necesario demostrar que para x =c, h’(c) = f(g(c))g’(c)

() = lim fle) — flele) _ [f(g(x)) — flglc)) glx) — g(c)} o) # ¢(0)

X—sc X—c x—c 2(x) — g(c) X —c

_ [lfm flgx) = f @(C‘))}[Hm g(x) — 8(6)} = #(2(c)2 ()

r—e  g(x) — gle) x—se X —C




La regla de la cadena:
Introduccion a la regla de la cadena lll

Ejemplo: Descomposicién de una funcidon compuesta

y = f(gk)) u = g(x) y = f(u)

1 1

— = —|—] ] = —

a) } X"‘l “ A } U
b) y = sen2x u = 2x y = senu
¢) y=v32—x+1 w=3x—x+1 v=1Yu

d) y=tan’x U = tan x vy = u?

Ejemplo: Aplicacidn de la regla de la cadena

Encontrardy/dxparay=(x*+1)3>u=x*+1

dy _ 3()«:2 + 1)%(2x) = 6x(x? + 1)?
dx —

dy du

du dx



La regla de la cadena:
La regla general de la potencia

LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Siy = [u(x)]", donde u es una funcién derivable de x y n es un nimero racional,
entonces

dy du

A n—1 _—

o= nlu)T o

0 su equivalente

%[w‘] =nu"" 'y’

Demostracion:

d dv\(d
Puesto que y = u”", aplicamos la regla de la cadena para obtener Y = ( Y )( H) [u ]
dx du )\ dx
n—1

Por medio de la regla (simple) de la potencia, se tiene DH[H”] = nu

dy du
Y por tanto: — = x) |t —
por tanto: —- nl u(x)] n



La regla de la cadena:
Simplificacion de derivadas il

Ejemplo: Simplificacion de la derivada de una potencia

— 2
y = (?Lf 1) Funcion original.
g x-+3
n T u’
| ~ N 7 3\
v/ = (?Lf _ 1) d [3)[ _ 1} Regla general de la potencia.
- x?+3)dx|[x*+3
— [2(3)( _ 1)}[(}{2 + 3)(3) _ (3}6 _ 1)(2)()} Regla del cociente.
x? + 3 (x? + 3)° i
— 2(3x — 1)(312 +9 — 6 + 2)() Multiplicar.
(2 + 3)}
— 2(3x _ 1)(_3x2 + 20+ 9) Simplificar.
(2 + 3)]



La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadena

“Versiones de la regla de la cadena” correspondientes a las derivadas de las
funciones trigonométricas:

d , d B )
&[sen u| = (cos u) u o [cos u] = —(senu) u
i[taﬂ u] = (sec?u) u’ i[cot ul = —(csc?u)u’
dx dx
i[sec ul = (sec utan u) u’ i[csc ul = —(cscucotu)u’
dx dx
Ejemplo: ;L.\ cos u u
a) y = sen2x vy’ = cos QX(% [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
b) v = cos(x — 1) y’ = —sen(x — 1)
¢) v = tan3x y/ = 3sec? 3x



La regla de la cadena:
Funciones trigonométricas y regla de la cadenal ll

Ejemplo: Recta tangente a una funcidn trigonométrica
e  Encontrar la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2senx + cos2x en el punto (m, 1)

e  Determinar todos los valores de x en el intervalo (0, 2m) en los que la grafica de f tiene una
tangente horizontalm

Primero se calcula f(x): f'(x) = 2cosx + (—sen2x)(2) = 2cosx — 2sen 2x

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente en (m, 1), hay que evaluar f'(n):

f(w) =2cosm — 2sen2m = —2 y  flX)=2senx+cos2x

Utilizando la forma punto-pendiente, se obtiene la ecuacion de la recta

tangente:
y=—y=mlx—x) y—-1=-2x—w) y=1-2x+27

Se puede determinar que f(x) = 0 cuando x =n/6, /2, 5n/6y 3n/2 >
f tiene una tangente horizontal en x =n/6, n/2,5n/6y 3n/2




RESUMEN de las reglas de derivacion estudiadas hasta el momento

Reglas generales de derivacion  Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla del multiplo constante: Regla de la suma o de la diferencia:
d d
ef] = of Slrtg=fxg
Regla del producto: Regla del cociente:
d : . d\f|_8f—fg
_ — + L s SO
L8l =1+ gf I [ g] 22
Derivadas de funciones Regla de la constante: Regla simple de la potencia:
algebraicas d d d
—_ fr —_ = n—1 —_ fr
I [c] =0 i [x"] = nx" 1, dx[x] 1
. . d d d
Derivadas de funciones I [senx] = cos x o [tan x] = sec?x I [sec x] = sec xtan x
trigonomeéiricas
E[(:05 x] = —senx E[r.:ot x] = —csc?x i[csc x] = —cscxcotx
dx dx dx
Regla de la cadena Regla de la cadena: Regla general de la potencia:
d d
L] = 1w L) = et



Derivacion implicita:
Funciones explicitas e implicitas

¢En qué se diferencian las funciones y ecuaciones explicitas de las implicitas?
e Explicitas > la variable y esta escrita explicitamente en funcion de x

e Implicitas & la variable y no esta escrita explicitamente en funcion de x

¢Qué hacer cuando es dificil despejar y?
DERIVACION IMPLITICA

e Siaparecen términos que solamente contienen a x - derivacion habitual

e  Siaparecen términos donde aparece y - regla de la cadena (y esta definida implicitamente
como funcién derivable de x)



Derivacion implicita:
Estrategias para la derivacion implicita

Estrategias para la derivacion implicita

[

Derivar ambos lados de la ecuacion respecto de x.
2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pasar todos los demas a la derecha.

Factorizar dy/dx del lado izquierdo de la ecuacion.
4. Despejar dy/dx.

i

Ejemplo: Encontrar la tangente a la grafica de x? (x> + y?) = y?
en el punto (+/2/2.~/2/2)

_ dy . dy
3 2 y—= -2 _— 1 — =
4x° + x (2}. dx) + 2xy 2y i 0

dy _ x(2x% + v?)
dc  y(1 —x?) _
Pendiente y ecuaciodn de la recta tangente

dy _ (V2/2)201/2) + (1/2)] _ 3/2

dx (V2/2)[1 — (1/2)]  1/2

dv
2y(x? — 1)d—jc = —2x(2x? + y?) =

—_— e e e e e e e e - = =

=3 = y=3x—V2



Razones de cambio relacionadas:
Calculo de razones de cambio relacionadas

Aplicacion relevante de la regla de la cadena: encontrar razones de cambio de dos o mas
variables relacionadas que estan cambiando con respecto al tiempo

Ejemplo: Dos razones de cambio relacionadas

Sean x e y dos funciones derivables de t, relacionadas por la ecuacién y = x? + 3

Calcular dy/dt para x = 1, sabiendo que dx/dt=2 parax=1

Es necesario derivar ambos lados con respecto t, utilizando la regla de la cadena

V= x2+3 Ecuacion original.
d d
—[}-’] — —[Xz + 3] Derivar con respecto a f.
dr dt
— = Jx— Regla de la cadena.
dt

e Cuando x =1y dx/dt=2se tiene que % =2(1)(2) = 4



Razones de cambio relacionadas:
Solucidon de problemas con razones de cambio relacionadas

Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuacion que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la informacion dada o deben calcularse.

3. Utlizando la regla de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la
ecuacion con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razon de
cambio requerida.



Razones de cambio relacionadas:
Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas Il

Ejemplo: Velocidad de un avién detectado por radar

Un avidn vuela en direccion a una estacion de radar a 6 millas de altura. Si s esta decreciendo a
razéon de 400 millas por hora cuando s = 10 millas, écuadl es la velocidad del avion?

Sea x la distancia horizontal al radar, cuandos=10> x = 102 — 36 = 8
e Ritmo dado: ds/dt = -400 cuando s = 10

X
e Encontrar: dx/dtcuandos=10yx=8 - - 7@-&;&-
| £
| 4
x? + 62 =35’ Teorema de Pitdgoras. : :”
|
2 dx =2 ds ) : !,'f
=X E = 8 E Derivar con respecto a 1. 6 millas 5,
E_E(é) Despejar dx/d
At x\ dt espejar dx/df.
W g -hhA
— = —(—400
dt 8 ( ) Sustituir s, x y ds/dt.
= —500 millas por hora Simplificar. No estd dibujado a escala

La rapidez (o “velocidad” en sentido coloquial) es de 500 millas/h



Derivacion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural

La funcidn logaritmo natural se define como: f(x) = In x

f(x) = 1/x > cada pequeiio segmento recto de la grafica de In x tiene una pendiente de 1/x

aaaaaaaaaaaaaaa

S P ot e e

fffffffffffffffffff
L L L L

| e R P

PP PP e e

X

RECORDATORIO: Propiedades de los logaritmos
1. In(1)=0
2. In(ab)=Ina+Inb
3. In(@a")=nlna
4. In(a/b)=Ina-Inb




Derivacion de funciones trascendentes:
Funcion logaritmo natural Il

DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

Sea u una funcidén derivable en x.

d |
1. — = —, 2. = —.
d.x:[ln x] o x>0 [ln ] = ,

x(x? + 1)?

Ejemplo: Derivar f(x) = In A1
o —

1
fx) =Inx+2In(x2+ 1) — 5 In(2x® — 1)  Reescribir antes de derivar.

1 2x 1{ 6x2 _
f(x) = ; 2()(2 n 1) — 5(213 — 1) Derivar.
] 4x 3x? -
= ; 211 — 0 1 Simplificar.

NOTA : El logaritmo natural no esta definido para niumeros negativos >

d
< infuf] =

u
u




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas

DEFINICION DE FUNCION INVERSA

Una funcion g es la funcion inversa de la funcion f si

f(g(x)) = x para todo x en el dominio de g

g(f(x)) = x para todo x en el dominio de f.

La funcién g se denota por f~! (se lee como “inversa de f™).

Acerca de las funciones inversas...

1. Sigesunafuncidn inversa de f, entonces f es la funcion inversa de g

El dominio de f - es igual al rango de fy el recorrido o rango de f !
es igual que el dominio de f

3. Unafuncidn f puede no tener inversa, pero si la tiene (f es inyectiva),

, i Dominio de / = recorrido o rango de /=
la funcidn inversa es Unica Dominio de /~! = recorrido o rango de f




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas |

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Sea f una funcién cuyo dominio es un intervalo I. Si f tiene una funcion inversa,
entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si f es continua en su dominio, entonces f~! es continua en su dominio.

2. Si f es creciente en su dominio, entonces f! es creciente en su dominio.

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces f~! es decreciente en su dominio.
4. Si f es derivable en ¢y f'(¢) # 0, entonces f~! es derivable en f(c).

LA DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA

Sea f una funcion derivable en un intervalo /. Si f tiene una funcion inversa g, entonces
g es derivable para todo x tal que f'(g(x)) # 0. Ademas,




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones inversas il

Ejemplo: Calculo de la derivada de una funcidn inversa y
éCuadl es el valor de f 1(3)? éCudl es el valor de f1(3)?

f es inyectiva > ftiene inversa

e Como f(x) =3 cuando x = 2, se sabe que f(3) =2

e  Como la funcidn f es derivable y tiene inversa: ‘

L )
PG PO
=i+ 1= (f)Q) = L

1
P —_— 3 —_— ‘
/2) 2 +1 4 Las graficas de las funciones inversas f y
f~!tienen pendientes reciprocas en los
NOTA: puntos (a. b) y (b, a)

e Siy=g(x)=f"(x) entonces fly) = x y fy) = dx/dy
dy 1
e  Como g’(x) = dy/dx = 1/f(g(x)) = 1/f(y) = 1/(dx/dy), por lo que: Ir  dx T

(/S0 =




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e

DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcién ex-
ponencial natural y se denota por

Hx) = e~
Esto es,
Xy — Inx —
y =e*siysélosi x=Iny. In(e?) = x y e =4
f—l(x) =t
RECORDATORIO: Operaciones con funciones exponenciales y
e Seanayb dos numeros reales arbitrarios T
2__
1. ea,eb — ecz+b / /
a — —+—x
> 8_ _ e‘l—b -2 —l_l__ 12 3
e’ LA f=mx




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e ll

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL

S1 u es una funcion derivable de x.

d
1. S = ox
d.x:[e] e

a) ——le¥ ] =e'— =2e>! w=2x— 1

- A ,—3/x |
by Ll = endl _ (i)e—ﬂfx _ 3¢ g 2




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones exponenciales y otras bases distintas de e IV

DERIVADAS PARA OTRAS BASES

Sean a un numero real positivo (a # 1) y u una funcion derivable de x.

d d du
1. alx:[a ] = (Ina)a 2. dx[a ] = (In a)a =

d | d 1 du
3. Llog +] = 5. & -

alx:[log“ J (In a)x dx [log, u] (In a)u dx

Ejemplo: Derivadas de funciones de base distinta a e

d
a) y=2 = y'= E[E”‘] = (In 2)2*

d
by y=2% == y'= E[Z'ﬂ] = (In 2)2**(3) = (3 1n 2)2*

c) v =log,,cosx > *":i[lo cos x| = —senx | tan x
Y £10 0" Y ax OBt (In 10)cos x In10




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas

Las seis funciones trigonométricas NO SON INYECTIVAS > NO TIENEN INVERSA

SOLUCION: encontrar un dominio restringido en el que puedan tener inversa

DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Funcion Dominio Recorrido o rango
y = arcsen x siy solosiseny = x -l <x<1 —géyég
y = arccos x 81y solo si cos y = x -l <x<1 O<sysm
Co ™ ™
y =arctanxsiysolositany = x —co < X < oo —5<y<5
y = arccot x siy solo sicoty = x —o0 < x < oo O<y<m
y = arcsec x s1y sOlo sisecy = x x| = 1 0<y<m, y;&;—T
y = arcesc x s1y sélosicscy = x x| = 1 —gi:ygg._ y#0




Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas Il

¥ = arcsen x ¥ = arccos x t  y=arctanx

ki
T \ I —
I I | | T 3 | | = X

r2 ——

n | | l
2 -l ! 2 2 \ 2 -l I
s : : ) L ex B
2 2 -l I 2 z
Dominio:[— 1. 1] Dominio: [— 1, 1] Dominio: (— oo, o)
Recorrido o rango: [ — /2, 7/2] Recorrido o rango: [0, 7] Recorrido o rango: (— /2, m/2)
¥ ¥ ¥
¥ = ATCCSC X ¥ = arcsec x ' y=arccotx
N T = T
| | | | Y o %__ ____________ \E
-1 I 2 - /- : \
\ S | | * | x | | | | X
2 2 -l 1 2 2 - I 2
Dominio: (— oo, —1] U[1,00) Dominio: (— oo, —1] U [1, oc) Dominio: (— oo, o)
Recorrido o rango: [— 7r/2.0) U (0, 7/2] Recorrido o rango: [0, 7/2) U (7/2, 7] Recorrido o rango: (0, 77)



Derivacion de funciones trascendentes:
Funciones trigonométricas inversas ll|

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

S1 u es una funcion derivable de x.

d u’ d —u’
o [arcsenu] = —F——= o [arccos u] = —F——

| — u? 1 — u?
d i’ d —u’
I [arctan u] = — I [arccot u] = —
i[ﬂrcs;ec u] = u i[arcc‘sc u] = —u
de || > — 1 dx L |u| u? — 1

Ejemplo: Derivacidn de funciones trigonométricas inversas

d _ 2 __ 2
a) a[arcsen(lr)] T A JIoal

d 3 3
b — larcte : X e e
) dx [arctan (3x)] 1+ (3x)> 1 +9x°

c) i[arc%erl \/I] - u/2) L = ! = l
dx l ' JI —x 2/xJ1T —x 2Ux— 22

2] = 2e2 2e2x 2

FSEY -1 A — 1 JA -1

d
d) e [arcsec e



RESUMEN de las reglas basicas de derivacion de funciones elementales:
funciones algebraicas + funciones trascendentes

1. %[Cu] = cu’ 2. %[u +yv]=u’ +v’ 3. %[uv] =uv’' + vu’
iﬂ_vu!_uv; i — £ n| — 10

4. dx[v]_ " 5. dx[c]—(} 6. dx[u,]—nu u
d d u d.

7. a[x] =1 8. E[|u|] = m(u ), u#0 9. dx[]n u] = .

10. %[e”] = e'y’ 11. %[]ogau] = (]nua)u 12. %[a“] = (In a)au’

13. i[sen u] = (cos u)u’ 14. i[cos u] = —(senu)u’ 15. i[tan ul = (sec>u)u’
dx dx dx

16. i[cm ul = —(esc2u)u’ 17. i[sec u] = (sec u tan u)u’ 18. i[csc u] = —(csc ucotu)u’
dx dx dx

19. %[arcsen ul = h 20. %[arccos ul = ﬁ 21. %[arctan ul = T

R ’ /

d " iy
22, a[arccot u] = 1+ 2 23. a[arcsec ] = W 24, a[arccsc u] = W




Formas indeterminadas y la regla de L’'Hopital

A veces, al evaluar limites, nos encontramos con formas indeterminadas > no garantizan que
un limite existe, ni indican el valor del limite, si éste existe

¢Como resolver estas formas indeterminadas?
1. Funciones algebraicas - técnicas algebraicas

2.  Funciones algebraicas y trascendentes mezcladas - regla de L'Hopital

LA REGLA DE LHOPITAL

Sea f y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, b) conteniendo c,
excepto posiblemente el propio ¢. Asumir que g’(x) # 0 para todo x en (a, b), excepto
posiblemente el propio c. Si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a ¢ produce la forma
indeterminada 0/0, entonces

lim &) = lim )

e g(x) e g'lx)

suponiendo que el limite en la derecha existe (o es infinito). Este resultado también
aplica si el limite de f(x)/g(x) como x tiende a ¢ produce cualquiera de las formas
indeterminadas ©0/00, (—00)/00, 20 /(—00), 0 (—00)/(—20).




Formas indeterminadas y la regla de L’Hopital Il

Ejemplo: Aplicar la regla de L'Hopital mas de una vez
. X
lim -
X—>—oo ¢ X

Resultado de la sustitucion directa: ©©/o0 > se aplica la regla de L’Hopital

d 2
. ox? , abc[;C ] , 2x
lim — = Ilim = lim —
x—>—co e ¥ X——0o0 i[e_x] x—>—co —e ¥
dx

Este limite da la forma indeterminada (—90)/(—20) > se aplica de nuevo la regla de L’'Hbpital

d
| —[2x]
lim — = m —2 = Ifm = =0
X—>—oco — € - x—)—oo_[_e_x] X——oo € -
dx




Formas indeterminadas y la regla de L’Hopital lll

Si encontramos formas indeterminadas de los tipos 00 — 00, () - 00, (0%, 1% y o0 es necesario
intentar reescribir el limite o utilizar otros procedimientos con los que se obtengan formas
indeterminadas de los tipos /0, ©0/00 que permiten utilizar la regla de L’Hopital

Ejemplo: Resolucion de un limite tomando logaritmos naturales y aplicando L’Hopital

y = lim (1 + %):> Iny = ln[ Iim (1 + 1)] = lim (1“[1 h _(l/x)])

Y—o0 xX—oo X X—00 I/X

o ((—1/x2){1/[1 + (1/x)]j}) IR B
—1/x2 x—oo | + (1/./‘C)

|]==y=e¢e

X—C0o

NOTA: Las siguientes formas deben reconocerse como “determinadas”

oo+ 00 — oo El limite es infinito positivo.

—Cc0 — o0 — —O0 El limite es infinito negativo.
0>* — 0 El limite es cero.

0 — o El limite es infinito positivo.




Extremos en un intervalo:
Extremos de una funcion

DEFINICION DE EXTREMOS

Sea f definida sobre un intervalo [ que contiene a c.

1. f(c)es el minimo de fen ! si f(c) < f(x) para toda x en .
2. f(c)esel maximo de fen/lsi f(c)> f(x) para toda x en /.

Los minimos y maximos de una funcion en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcion en el intervalo. El minimo y el maximo de una
funcion en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo
absoluto en el intervalo.

EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

S1 f es continua en el intervalo cerrado [a, D], entonces f tiene tanto un minimo como
un maximo en el intervalo.




Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos

DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Sihay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un maximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un maximo relativo en (c, f(c)).

2. Sihayunintervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f(c) es un minimo, entonces
f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene
un minimo relativo en (c, f(c)).

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo
es minimos relativos. Un maximo relativo y un minimo relativo algunas veces son
llamados maximo local y minimo local, respectivamente.




Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos Il

Ejemplo: El valor de la derivada en los extremos relativos

}: Miximo fx)= o’ 3_ 3)
_ 9(x2 — 3) . relativo X
a) ) =—""73 ) ﬁz)\
, C(18x) — (9 = 3)3x?) 909 = x?) e
fx) = (x3)2 - 4 2 4 6

En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f/(3) =0

b) f(x)=|x]

En x = 0 la derivada de f(x) no existe debido a que difieren \
los siguientes limites laterales:

f(—r)_f(ﬂ)_ - ﬂ——l

lim

x—0~ x—0 a—0" X

x) — fl0 X
lfmf() ()=I1’mu=l
xr—07" x— 20 =0 X



Extremos en un intervalo:

Extremos relativos y puntos o numeros criticos Il

DEFINICION DE UN NUMERO O PUNTO CRITICO

Sea f definida en ¢. Si f'(c) = 0 o si f no es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto

critico de f.

f’(¢) no existe

1
|
1
|
|
|
1
1
|
1
1

c

/ \

¢ es un punto critico de f

Tangente

horizontal




Extremos en un intervalo:
Extremos relativos y puntos o numeros criticos IV

LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS
0 PUNTOS CRITICOS

Si f tiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto
critico de f.

Demostracion:
Caso 1:si f no es derivable en x = ¢, por definicion ¢ es un punto critico de f > teorema es valido

Caso 2:si f es derivable en x = c entonces f’(c) debe ser positiva, negativa 6 0

#c) = ll'mf(x) — f(e) 5 (0 e fx) — f(c)

xX—cC X —C X —C

> 0, para todox # c en (a, b)

Izquierdadec: x < ¢y f(x) <f(c) > f(c) noesunminimo relativo

Derechadec: x> cy f(x) > f(c) > f(c) noesun miximo relativo

La suposicion de que f(c) > 0 6 la de que f(c) < 0 contradicen la hipétesis de que f(c) es un
extremo relativo > f'(c) = 0 > por definicidon, ¢ es un punto critico de f > teorema valido



Extremos en un intervalo:
Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcion continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b).
2. Seevalta f en cada punto critico en (a, D).
3. Seevalua f en cada punto extremo de [a, b].
4. El mas pequeio de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo.
¥
Ejemplo: Encontrar los extremos de f(x) = 2x — 3x%3 en [-1, 3] (©0.0)] Méximo

| I I X

2 x!/3 — |
f0) =20 = 3¢ = p) =2 - —n = o 2L

Punto terminal Punto Punto Punto terminal
izquierdo critico critico derecho

f(_l): =35 f(ﬂ'):o f(l): —1 f(3)=6—3292—024 Minimo
Minimo Maximo (-1,-5)




Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes

DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una funcion f es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x, y
x, en el intervalo, x, <x, implica f(x) < f(x,).

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos nameros x,
y X, en el intervalo, x, <.x, implica f(x)) > f(x,).

J Una funcidon es creciente si, cuando x se mueve hacia la
derecha, su grafica asciende (derivada positiva)

o Una funcién es decreciente si, cuando x se mueve a la derecha,
su grafica desciende (derivada decreciente)

. Una funcidn no es creciente ni decreciente (es constante) si,
cuando x se mueve al a derecha su grafica ni asciende ni

desciende (derivada cero)



Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes Il

CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea f una funcion que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo abierto (a, b).

1. Si f'(x) >0 paratodo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Sif'(x) <0 paratodo xen (a, b) entonces f es decreciente en [a, b].
3. Sif'(x) = 0 paratodo x en (a, b) entonces f es constante en [a, b].

Demostracion: Caso 1 > f{x) > 0 para todo x en el intervalo (a, b)

Sean x, < x, dos puntos cualesquiera del intervalo. Mediante el teorema del valor medio, se sabe
que existe un numero c tal que x; < c < x,

f(-xg ) - .f(-xl )

.x:z - .xl

file)=-

Como f(c) >0y x, —x; >0 > f(x;) < f(x,) > f es creciente en el intervalo



Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Funciones crecientes y decrecientes lli

Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcién
es creciente o decreciente

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los
cuales f es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de f en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos

de prueba.
2. Determinar el signo de f'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-

valos.
3. Determinar si f es creciente o decreciente para cada intervalo.

Estas estrategias también son validas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo
de la forma (—00, b), (a, ©0) o (—00, 00).

NOTA: Una funcidon es estrictamente mondtona sobre un intervalo si es creciente o
decreciente en todo el intervalo




Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:

Funciones crecientes y decrecientes IV

Ejemplo: Intervalos sobre los cuales f es creciente y decreciente

flx) =x* =3

e fesderivable en toda la recta de los numeros reales

e  Paradeterminar los puntos criticos de f, igualar a cero f'(x)

= - 22
fx) =3x* = 3x =0
3xX)x—1)=0
x=0,1

Escribir la funcién original.

Derivar e igualar f'(x) a cero.

Factorizar,

Puntos criticos.

e Como no hay puntos para los cuales f' no exista > x =0y x = 1 son los Unicos puntos criticos

Intervalo —o<x <0 0<x<l | <x <o
Valor de prueba x=—1 X = % x=2
Signodef'(x) | f(-1)=6>0 f3)=-31<0 F2)=6>0
Conclusion Creciente Decreciente Creciente




Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivada

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea ¢ un punto critico de una funciéon f que es continua en un intervalo abierto I que
contiene a ¢. Si f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

I. Si f'(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces | tiene un minimo relativo
en (c, f(c)).

2.  Si f'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces [ tiene un mdximo relativo
en (c. f(c)).

3. Sif'(x)es positiva en ambos lados de ¢ 0 negativa en ambos lados de ¢, entonces
f(c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.

™
()

I
I
(+)! = !
| | | 1 1 |
| | | 1 1 |
L f<0 0 fi=0 L =0 fa<o
1 1 1 1 1 1
d C b a C b
Minimo relativo Maximo relativo Niminimo relativo ni méximo relativo



Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada:
Criterio de la primera derivadalll

Ejemplo: Aplicacién del criterio de la primera derivada

f) =G24 |

Encontrar los extremos relativos de f(x) = (x2 — 4)%/3

Maximo
| relativo

e  Observamos que f es continua en toda la recta real

2
e Derivadadef: f(x)= g(xz — 4)713(2x) = 302 ix4)1;3

O f,(O) = O | | | |
= X
. _ . 4 3 / -1 1 \ 34
o Laderivada no existe cuando x = -2 ni cuando x = 2 -2.0) T (2.0)
Puntos criticos: x =-2, 0, 2 Minimo Minimo
relativo relativo
Intervalo —w<x<—2| 2<x<0 0<x<?2 2 <x < oo
Valor de prueba x=-3 x=—1 x =1 x=3 Se puede aplicar el criterio de la primera
; , , , , derivada para encontrar los extremos
Signo de f'(x) f(=3) <0 f(=1)>0 (1) <0 f(3) >0 relativos
Conclusion Decreciente Creciente Decreciente Creciente




Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad

Localizar los intervalos en los que f’ es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar
ddénde la grafica de f se curva hacia arriba o se curva hacia abajo

DEFINICION DE CONCAVIDAD

Sea f derivable en un intervalo abierto /. La grafica de f es concava hacia arriba
sobre I'si f’ es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en /si ' es decreciente
en el intervalo.

Concava hacia arriba,
[ es creciente.

Cédncava hacia abajo,
[’ es decreciente.

a) La grafica de fse encuentra sobre sus b) La grafica de f se encuentra debajo de sus
rectas tangentes rectas tangentes




Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad Il

CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea f una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto 1.

1. Si f"(x) > 0 para todo x en [, entonces la grafica de f es concava hacia arriba
en /.

2. Si f"(x) < 0 para todo x en I, entonces la grifica de f es concava hacia abajo
en /.

Para aplicar este teorema, es necesario seguir la siguiente ESTRATEGIA:

1. Localizar los valores de x para los cuales f/(x) = 0 6 f”’(x) no existe
2. Usar los valores de x para determinar los intervalos de prueba

3. Probar el signo de f”’(x) en cada uno de los intervalos de prueba



Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Concavidad lll

Ejemplo: Determinacion de la concavidad y
5 Concava | Concava

"+ 1 hacia arriba 11 hacia arriba
f(x)=— |
v —4 |
= B - @+ )Y |10 i
(@ — 47 (@ = 4P i
) = (2 = 42(=10) = (=100)Q2)(x> — 4)(2x) _ 10(32> + 4) i
(@ — 4 (¥ — 4)° i
No hay puntos en los cuales f’(x) =0, peroenx=-2yen x =-2 :

-
Concava

hacia abajo

f no es continua, por lo que:

Intervalo —oo <x < —2 —2<x<?2 2<x <o
Valor de prueba x= =3 x=0 X =

Signo de f"(x) f1=3)>0 f10) < 0 f13) > 0
Conclusion Concava hacia arriba | Concava hacia abajo | Concava hacia arriba




Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexidn

DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION

Sea f una funcion que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grafica de f tiene una recta tangente en este punto (¢, f(c¢)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la grafica de f si la concavidad de f cambia
de concava hacia arriba a concava hacia abajo (o de concava hacia abajo a céncava
hacia arriba) en ese punto.

Concava
hacia arriba

Concava
hacia abajo

Concava
hacia
arriba

Concava
hacia abajo

Concava
Coéncava hacia
hacia abajo arriba




Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Puntos de inflexidn Il

PUNTO DE INFLEXION

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f, entonces f“(¢) = 0 o f” no
existe en x = c.

Ejemplo: Determinacion de los puntos de inflexion de f(x) = x* — 4x3

Flx) = 4x3 — 12x2

£70) = 1222 — 24x = 12x(x — 2)

f”(x) =0 > puntos de inflexién posibles: x=0y x =2

Intervalo —oo <x <0 0<x<?2 2 <x<oo
Valor de prueba x=—1 x =1 x =3
Signo de f"(x) (—=1) >0 (1) <0 f7(3) >0

Conclusion Co

ncava hacia arriba

Codncava hacia abajo

Concava hacia arriba

fx) = x* = 4x3
18+
ol Puntos de
inflexion
| j | i X
-1 2
g
_18 -+
27+
Concava Concava Concava
hacia arriba  hacia abajo hacia arriba

Tras analizar los intervalos se puede concluir que tanto x = 0 como x = 2 son puntos de inflexion



Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada

CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea f una funcién tal que f'(c) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Si f"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (¢, f(c)).
2. Sif"(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (¢, f(c¢)).

Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un maximo relativo, un
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de
la primera derivada.

Demostracion:
f(x)=f'(c) _ f(x)

X—=C X—=cC

> ()

Sif(c) =0y f”(c) >0, existe un intervalo abierto / que contiene a c para el cual

Paratodox#cen/. Six<c, entoncesx—c<0y f(x) <0. Ademas, si x >c, entoncesx—c>0y  f(x)>
0. De tal modo, f/(x) cambia de negativa a positiva en c y el criterio de la primera derivada implica que
f(c) es un minimo relativo

NOTA: la demostracion del segundo caso se puede llevar a cabo con un razonamiento similar



Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivadal ll

Por tanto, ademas de como método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda
derivada para efectuar una prueba de maximos y minimos relativos

¥ ¥

050 | o<
O

I
Concava
hacia abajo

Concava
hacia arriba

z, :

S1f'(c) =0y f'(¢) > 0. f(c) es un minimo S1f'(c) =0y f"(¢) <0, f(c) es un maximo
relativo relativo




Concavidad y el criterio de la segunda derivada:
Criterio de la segunda derivada lll

Ejemplo: Empleo del criterio de la segunda derivada

Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = -3x° + 5x3

En primer lugar se determinan los puntos criticos de f F(x) = —3x5 + 5x3
fix) = —15x* + 1522 = 1531 — %) =0 1 Maximo
relativo
x=—=1,0,1 2| (1.2)

Posteriormente, se aplica el criterio de la segunda derivada

fx) = —60x3 4+ 30x = 30(—2x° + x)

Punto (=1,-2) (1,2) (0,0) _2' 4 )
Signo de f"(x) f(=1) >0 (1) <0 f10) =0
Conclusion Minimo relativo Maximo relativo Falla de la prueba

(-1,-2)
Minimo
(0, 0) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo relativo

En el punto (0, 0) el criterio de la primera derivada indica que



Analisis de graficas

La importancia de las graficas en matematicas...

“Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance fue lento y sus
aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se unieron, extrajeron una de la otra
una fresca vitalidad, y a partir de ahi marcharon a gran velocidad hacia la perfeccion”

Lagrange

Estrategia para analizar la grafica de una funcion

[S—
-

Determinar el dominio y el rango de la funcion.

Determinar las intersecciones, asintotas y simetria de la grafica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f”(x) son cero o no existen. Usar
los resultados para determinar extremos relativos y puntos de inflexion.

o



Analisis de graficas Il

L3 . . . 7 [ L4 . 2
Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcion racional f x°=2x+4
X)=
. : x(x — 4 i 8 x—2
Primera derivada: f'(x) = (73 Segunda derivada: ["(x) = ———
(x — 2) (x —2)
Intersecciones en x: Ninguna  Interseccioneny: (0,—2) N
Asintota vertical: x = 2 Asintotas horizontales: Ninguna A .
ol
Comportamiento final o asintotico:  lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo 8T
X—— 00 X—00 H "
Puntos criticos: x =0,x =4 6 § .
. . ) S
Dominio: Todos los numeros reales excepto x = 2 51 (4,6
4+ Z | Minimo
Intervalos de prueba: (—o0,0).(0,2),(2.4).(4, oo gt :
y (—02.0).(0. 2).(2. 4).(4. o0) 2! relative
s \g 1
f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grafica < :
—oco<x<0 + - Creciente, concava hacia abajo I | f— X
X = -2 0 - Maximo relativo ? 4 6
O<x<?2 - - Decreciente, céncava hacia abajo ;_HTMla):_lmO
relativo
X = Indef. Indef. | Indef. Asintota vertical :
1
2<x<4 - + Decreciente, concava hacia arriba I
x=4 6 0 + Minimo relativo
4 <x < oo + + Creciente, concava hacia arriba f(x) =2 ; 2)62+ 4




Analisis de graficas Il

Ejemplo: Dibujo de la grafica de una funcién radical

rpo 10 ys 13 7 20(4‘71!3 1)
f(x) Z?x (x77 =2) fi(x)= 0.7
e Lafuncidn tiene dos intersecciones > (0, 0) y (125/8,0)
e No hay asintotas horizontales o verticales
e La funcién tiene dos puntos criticos (x =0y x = 8) y dos

posibles puntos de inflexidon (x=0y x = 1)

o El dominio son todos los numeros reales

f(x) f(x) f(x) Caracteristicas de la grifica
—co<x<0 + — Creciente, concava hacia abajo
x=0 0 0 Indef. Maximo relativo
0<x< |1 — — Decreciente, concava hacia abajo
x =1 -3 — 0 Punto de inflexion
l <x <8 — + Decreciente, concava hacia arriba
x=28 —16 + Minimo relativo
8 <x < oo + + Creciente, concava hacia arriba

f(x) = 2xX°7° — 5x%°

y Maximo f(x) — 2x5/3 _ 5x4/3
relativo
0. 0)
: 1 : = X
4 8 12 125
(5. 0)

(1,-3)
Punto de
inflexion

-—16

(8, —-16)
Minimo relativo




Analisis de graficas IV

Ejemplo: Dibujo de la gréfica de una funcién trigonométrica

I ) COS X
Primera derivada: (x) = —————— Segunda derivada:  f"(x) = '
) == Seg f (1 + senx)? flx)= COS X
. .. m .. '
Periodo: 2w  Interseccion en x: (E 0) Interseccioneny: (0, 1) 1 +senx
, ) T 3w , : :
Asintotas verticales: x = — Y = BN Asintotas horizontales:  Ninguna ke
- Bl
| . <5}
L. . . . .. T I ' Il
Puntos criticos:  Ninguno Posibles puntos de inflexion: x = By = =
— | — |
- , 3+ 4n 5 | 5 |
Dominio:  Todos los numeros reales exceptox = ———x = =
2 g g
o !
f(x) f(x) S (x) Caracteristicas de la grifica z, =N
= =
T . . . : Z Z
X =—= Indef. Indef. Indef. Asintota vertical ' '
: AN —
_g <Xx < g - + Decreciente, concava hacia arriba g : | : 2n
4T [
1 | |
x = % 0 ) 0 Punto de inflexién | al Punto de |
< | inflexién \
. | |
Ty« 3m - - Decreciente, concava hacia abajo | iR |
2 2 =3 [
| |
x = Sk Indef. Indel. Indel. Asintota vertical flx)= _COosx
2 1 +senx




Problemas de optimizacion

Estrategias para resolver problemas aplicados de minimos y maximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible,
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuacion primaria a una que tenga una sola variable independiente.
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables
independientes de la ecuacion primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor maximo o minimo deseado mediante las técnicas de calculo
estudiadas



Problemas de optimizacion I

Ejemplo: Determinacién de la distancia minima

¢Qué puntos sobre la grafica de y = 4 — x> son mas cercanos al punto (0, 2)?

Hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2) y

d = \/(}C - 0)2 + (y - 2)2 Ecuacion primaria
d=Jx>+ @4 —x> =207 =Ux*-32+4

El dominio de f es toda la recata de los numeros reales

Determinacion de los puntos criticos de f:

S/ =4xt —6x = 2x(2x* —3) =0 = x =0, \/%—\/%

Criterio de |la primera derivada:

x =0 produce un maximo relativo

X =/3/2y x = —+/3/2 producen una distancia minima La cantidad por minimizar es la distancia:
Puntos mas cercanos: (-\/3/2, 5/2) y (— V3/2, 5/2) d= Jx— 072+ (v — 272




Problemas de optimizacion lll

Ejemplo: Un maximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre (longitud) para formar un cuadrado y un circulo. éQué
cantidad de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar

la maxima area total?
X

Area total = A = area del cuadrado + area del circulo = x2 + 2
X Area: )C2

4 (pies) = perimetro del cuadrado + circunferencia del circulo

=4x+2nr>r=2(1-x)/n

p

Perimetro: 4x

i

Efr

AL A

A=x2+W[M]2=x2+u=%[(w+4)xz—8x+4]

T T

r
> - = =

2

4 pies

El dominio admisible es [0, 1]

dA — 2(7T + 4))C — 8 A(O) = 1273, A(OS6) = ().56 Yy A(]) =1 Circunferencia: 27r

dx T . o
La cantidad que se va a maximizar es el
El area maxima 2> x=0 > todo el alambre se usa para el circulo  area: A = 2 + 72

Area: r




Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente

Sabemos que si una funcidn es derivable en ¢, la ecuacidon de la recta tangente en el punto
(c, flc)) viene dada por:

y — fle) = fc)x — ¢
y = flc) + fc)x — ¢)

y es llamada aproximacion por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal) de fen ¢

e Como c es una constante, y es una funcion lineal de x

e  Restringiendo los valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, los valore

de y pueden utilizarse como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los
valores dela funcion f

e  Esdecir, cuando x > ¢, el limite de y es f{c)



Diferenciales:
Aproximaciones por recta tangente Il

Ejemplo: Utilizacion de la aproximacion por medio de una recta tangente

Determinar la aproximacion por medio de una recta tangente de

.
A Recta tangente
f(x) =1+ sen xen el punto (0, 1)
Utilizar una tabla para comparar los valores y de la funcién lineal
con los de f(x) en un intervalo abierto que contengaax=0
fx)=1+senx
f'(x) = cos x
— | | | > X
y=f(0) = F(0)(x = 0) > y -1 = (1)(x~0) > y=1+x /4 T
-1 -
x -05) =01 | =001 0 0.01 0.1 | 05
f(x) =1 + senx 0.521]0.9002 | 0.9900002 | 1 | 1.0099998 | 1.0998 |1.479 S,
La aproximacion de la recta tangente de f
y=1+ux 0.5 | 09 0.99 | 1.01 .1 | 1.5 en el punto (0. 1)



Diferenciales:
Definicion de diferenciales

DEFINICION DE DIFERENCIALES

Considerar que y = f(x) representa una funcion que es derivable en un intervalo
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f'(x) dx. v

A

Cuando la tangente a la gréafica de f en el punto (c, f(c)) se

(c + Ax, f(c + Ax))
usa como aproximacion de la grafica de f, la cantidad x-¢c | | - A4~----- N
recibe el nombre de cambio en x > Ax (e, fe))

> f(c + Ax)
Cuando Ax es pequefia (Ax = dx) , el cambio en y (Ay=dy)

puede aproximarse como:

A\

Ay = fl(c + Ax) — flc) = f(c)Ax —




Diferenciales:
Propagacion del error

Los diferenciales se usan habitualmente para estimar los errores de distintos
dispositivos de medida (ejemplo: dispositivos biomédicos - ECG, EEG, EMG...)

e Sixdenota el valor medido de una variable y x + Ax representa el valor exacto, entonces Ax
es el error de medida

e Sjelvalor medido se usa para calcular otro valor f(x), la diferencia entre f{x + Ax) y f(x) es
el error propagado

Error de Error
medicion propagado
A N
flx + Ax) = fx) = Ay
~— -
Valor Valor
exacto medido




Diferenciales:
Calculo de diferenciales

Todas las reglas de derivacion pueden escribirse en forma diferencial

e Siuyvson funciones derivables de x, puede escribirse:

du=u"dc 'y dv=v'dx

FORMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Muiltiplo constante:  d|cu] = c du
Suma o diferencia:  d[u + v] = du + dv
Producto: dluv] = udv + vdu
: [ | du — ud
Cociente: d)t| = PR
| v ] v?2




Diferenciales:
Calculo de diferenciales Il

Ejemplo: diferencial de una funcién compuesta

y=fx) =@+ 1) Funcién original.
I _ X
fx) = E(xz + 1)V (2x) = 2+ Aplicacion de la regla de la cadena.
X
dy = f'(x) dx = \/m dx Forma diferencial.

NOTA: Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones:

flx+ Ax) = f(x) + dy = f(x) + f(x) dx

Esta formula se deriva de la aproximacion: Ay = f(x + Ax) — f(x) = dy

La clave para utilizarla es elegir un valor de x que facilite el calculo



